Linearis programozasi feladat:Modositott normalfeladat
Modositott szimplex modszer

Dr. Kovér Gyorgy

Bevezet

A linearis programozas normalfeladatat a kvetkezképpen fogalmaztuk meg:

Hatarozzuk meg

Xps Xgy ooy X,

valtozok értékekeit tigy, hogy maximalizaljak a
Z=CX) Xy T e X,

linearis célfiiggvényt, mikozben eleget tesznek a

Ay X; F ayxy + .o Fa, x < b2

a,px,ta,x,+..+a, x < b

X — m

linearis egyenltlenségrendszernek. Feltessziik, hogy nemnegativ megoldasokat fogadunk csak el,
vagyis

Matrix és vektor jeldléseket alkalmazva, ahol a matrixokat és vektorokat félkovér betkkel jeloljik, a
kovetkez formulakhoz jutunk:

C e, . T
maximalizalandé [0 z=c'x,

feltéve, hogy Ax < b, x>0, b >0

ahol



Xy b, 0
X b,
= [cl, Cos ons cn], XxX= , b= ,0=

A gyakorlatbdl meritett esetekben a normalfeladat feltételrendszere rendszerint nem bizonyul
alkalmazhatonak. A feltételrendszert a kovetkezkben 1épésrl 1épésre ugy alakitjuk at, hogy a
gyakorlati problémak egyre szélesebb korének megoldasat tegye lehetve.

A linearis programozas modositott normalfeladata

A feltetelrendszer atalakitasanak elso lépesekent a ,.kisebb-egyenlo” feltetelek mellett megengedjik a
szigoru egyenlség feltételét is.

., . T
maximalizalandé [0 z=c'x,

feltéve, hogy

Ayx=b,, b,2>0

tovabba x > 0

Emlékeztetiil. A normalfeladat megoldasat egyenletrendszer megoldésara vezettiik vissza. Az
egyenltlenségeket 0 valtozok, un. eltérésvaltozok bevezetésével egyenlségekké egészitettiik ki.
Minden egyenltlenség egy uj eltérésvaltozoval egésziilt ki. A feladat megoldasa sordn a eltérésvaltozok
olyan nem negativ értéket kapnak, hogy az egyenlségek pontosan teljesiiljenek.

Ay X F AyoXy + .o Fay X+ Uy =b2
a,px, +a,x,+.. +a, x + u =b

A modositott normalfeladat feltételrendszerében talalhaté egyenlségekbe is bevezetiink
eltérésvaltozokat. Az egyenltlenségekbe bevezetett eltérésvaltozok értéke kényszeren nulla, a
A modositott normalfeladatot az aldbbi tablazatos elrendezésben reprezentalhatjuk.
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Az indul6 tablazat bazisa az egységvektorokbol képzett bazis. Mint korabban, ezuttal is az induld
tablazat egyszerbb formaban felirhato, ha az u,, u, vektorokat a bazisba vontuk.

0 xT
iy A, b,
u, A, b,
T
C

A normal feladat megoldasa soran az induld tdblazat bazismegoldést szolgaltatott.
Ezuttal azonban, ha x = 0 valasztassal €liink, az adodo bazismegoldas: u; =b,, u, =b,, x =0 a modositott

normalfeladat feltételrendszerének ellentmond, vagyis nem fogadhatjuk el. Olyan megoldast
fogadhatunk csak el, ahol az egyenlségeket képvisel eltérésvaltozok értékiil zérust kapnak. Tehat ha a
modositott normalfeladat egy lehetséges megoldasat meg kivanjuk hatarozni, akkor az egyenlségeket
képvisel eltérésvaltozok cseréjérl kell a megoldas els fazisaban gondoskodnunk.

A pontos elméleti indoklast mellzve foglaljuk 6ssze a médositott normalfeladat megoldasanak Iépéseit.
A lépéseket egy példan is szemléltetjiik.

Példa a modositott normalfeladatra

Legyen a megoldando feladatunk (x>0) és z=— max celfiiggveny mellett.

Feltételrendszer:

Y —i—2-x2 +x3 <50,

4-x1 +x2 +x4 <60,
) +x4=15,

x3 +x4:20

X,

Maximalizalandé célfiigvény:



X, +x

A mdodositott normalfeladat indulo tablazata

A modositott normalfeladat indul6 tadblazata két ponton is eltérést mutat a normalfeladat induléd
tablazatatol. Az egyenlosegekbol szarmazo elteresvaltozokat megjeldljik (,,m”). A masik elteres egy
egyszer jelolésnél fontosabb. Bevezetiink a meglév célfiiggvényiink mellé egy segéd-célfiiggvényt,
jelolése zm, amely a feladat megoldasanak els fazisaban jatszik majd szerepet.

A segéd-célfiiggveényt ugy allitjuk el, hogy a feltételrendszerben szerepl egyenlségeket 0sszegezziik.

ahol 1 nem mas, mint az Un. 6sszegz vektor, melynek minden eleme 1. A zm sorba a b oszlopvektor
megfelel elemeinek 6sszegét irhatjuk be.

0 x x, x3 x4, b _
u, 12 1 0 50
u, 4 -2.0 1 60
umy, 0 1 0 1 15
umy 0 0 2 -5 20
-z 0 0 2 -50
zm 0 1 1 2 35

A megoldas els fazisaban olyan bazis-transzformdaciokat kell végezni, melyek segitségével az
egyenlség-feltételeknek megfelel bazismegoldasokhoz jutunk. A 1épések soran az egyenlségekbl
szarmazo6 csillaggal jelolt eltérésvaltozok cseréjével a zm célfiiggvény eléri a maximumat, amely értéke
zérus. A cserék végrehajtasat a kovetkez tablazatok szemléltetik.

0 x x x5 x4 b _
u, 12 1 0 50
u, 4 -2.0 1 60
umy 01 0 1 15
umy 0 0 2 -5 20
-z 0 0 2 -50
zm 0 1 1 2 35 |

A megoldas els fazisdban a generald elem valasztasara vonatkozo, az elzekben megallapitott



szabalyok azt kivéve mind igazak, hogy a z célfiiggvény pozitiv értéke foliil valasztunk general6 elemet.
A generalo-elemet ezuattal zm pozitiv elemei fiiliil kell valasztani. A fenti tdblazatban jeldltiik a valasztott
generalo-elemet.

1 x; x, x; umy b _
u, 12 1 0 50
u, 4 -2.0 -1 45
x 0 1 0 1 15
umy 0 -1 1 -1 5
-z 05 2 5 75
zm 0 -1 1 -2 5 |

A bazis-transzforméacio elvégzése utan a zm célfiiggvény lathatban még nem érte el a maximumat,
tovabbi transzformacios lépes sziikséges. Generaloelem-valasztasi lehetségeink a um, sorara szkiiltek,

pozitiv zm elem foliil kell valasztani. Az egyetlen szdba johet elemet jeloltiik az 1. tablazatban.

2 x; x, umy umy b —
u, 13 -1 1 45
u, 4 -2 0 -1 45
x2 0 1 0 1 15
x3 0 -1 1 -1 5
-z 0 7 -2 7 65
| zm 0 -1 1 -2 0 |

A feladatmegoldas els fazisaban végzett masodik bazis-transzformacio elvégzésével mind a két olyan
eltérésvaltozot kicseréltiik, amely egyenlség feltételbl szarmazott. A megoldashoz tartoz6 masodik
tablazatban megfigyelhetjiik, hogy a zm célfiiggvény elérte a maximumat, a sordban mar nincs pozitiv
elem, nem javithato, értéke nulla. (Nem szabad elfelejteni, hogy a szimplex tdblazatban a célfiiggvény
értéke ellentétes eljellel taldlhatdo meg.) Megfigyelhetjiik, hogy a zm célfiiggvény soraban az elemek
értéke nulla, kivéve a *u valtozok alatt. A modositott normalfeladat megoldéasanak els fazisat
befejeztiik.

A 2. tablazatbol a feladatunk egy megengedett bazismegoldasat is leolvashatjuk.
A bazismegoldas x; =0, x, =0, x; =5, x, = 15, a célfliggveny ertéke z=-65.

Azt is megallapithatjuk a z célfliggvény soraban szerepl elemek vizsgélataval, hogy a megoldasunk
nem optimalis. Két eleme is pozitiv, ami a célfiiggvény értékének a novelhetségére utal.
Azonban az egyik um valtozo alatt talalhatd. um, alatt azért nem valasztunk generalo elemet, mert a

feladatmegoldasunk els fazisdban elvégzett munkankat visszaforditanank.



A tévesztesek elkertilése érdekében a um valtozok cseréje utan célszer az oszlopaikat tordlni a
tablazatainkbol. Igy a csdkkentett oszlopszamu 2. tdblazathoz jutunk.

A modositott normélfeladat megoldasat a méasodik fazisban a normalfeladat megoldasanak megfelelen
folytatjuk. A transzformaciokhoz sziikséges generalo-elem kivalasztasat, a megoldas leolvasésat, az
optimalitds megallapitasat a korabbiakban leirtak szerint végezziik. A valasztott generalo-elemet
jeloltiik. A transzformdacid végrehajtasat koveten optimalis megoldashoz jutunk.

3 X, u, b
X, % % 15
7 13—4 % 75
X, —% —% 0
X3 % % 20
-z —% 7 -40

A 3. tdblazatbol a feladatunk optimalis megoldasat leolvashatjuk.

A célfiiggvény értéke z=40.

A médositott normalfeladat grafikus megolddasa

Legyen a megoldandé feladatunk (x>0) és z =— max celfiiggveny mellett.

Feltételrendszer:
¥, +2x, < 10,

- +x2:3,

Maximalizaland¢ célfiigvény:

3. x1 +5- xz




A megoldasok megengedett tartomanyat egy darab egyenltlenség hatarolja.
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A célfiiggvény egyeneseét egy altalanos pozicioba berajzolva kapjuk a kovetkez abrat.
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Az optimélis megoldas - figyelmen kiviil hagyva az egyenltlenséges feltételeket
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Az egyenltlenséges feltételeket nyilvanvaldan nem hagyhatjuk figyelmen kiviil. A
megoldas a feltételeknek megfelel egyeneseken helyezkednek el. Az egyik feltételt
figyelembe véve kapjuk:
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Ahol az optimalis megoldésra
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A masodik egyenlséget is figyeleme véve a megengedett megoldasok halmaza egyetlen
pontra szkiil.

,.r--'""'rf Xy +K=3
/ X1_+J=2:5
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Az optimalis megoldas tehat X = 1, X, = 4.
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Legyen a megoldando feladatunk (x>0) és z=— max celfiiggveny mellett.

Feltételrendszer:

Y +2 Xy +x3 <50,

4 X +x2 +x4 <60,

) +x4=15,
x3 +x4:20

X,

Maximalizalandé célfiigvény:

x1 +x3

A mdodositott normdalfeladat megoldhatésdaganak vizsgalata

A modositott normalfeladat megoldhatdsaga feltételezi, hogy létezzen lehetséges bazismegoldasa.
Amennyiben az egyenlséges feltételekbl szarmazé um valtozok nem cserélhetk ki, mert a generalo-
elem valasztasa valamely kizaré ok miatt nem sikeriil, vagy a zm célfiiggvény nem éri el a 0 maximalis
értéket, akkor a megengedett bazismegoldasok elallitdsa nem lehetséges.

A modositott normalfeladat megoldésat lehetetlenné teszi az a korabban mar targyalt eset, amennyiben a
z célfliggvény nem korlatos.

Legyen a megoldandé feladatunk (x>0) és z =— max celfiiggveny mellett.

Feltételrendszer:



3 x1—2 nglo,
X +x2+3 x3:1,
2 xl+2 x2—4 x3:5

Maximalizaland¢ célfiigvény:

x1 +2 x2—5 x3

A modositott normalfeladat indulé tdblazatat az elzekben megismert médon allitjuk 6ssze. Az
egyenlosegekbol szarmazo elteresvaltozokat megjeldljuk (,,m”).Bevezetjiik a a seged-celfuggvenyt,

jelolése zm amely a feladat megoldasanak els fazisaban maximalizalando.

A segéd-célfiiggveényt ugy allitjuk el, hogy a feltételrendszerben szerepl egyenlségeket 0sszegezziik.
A zm sor végére a b oszlopvektor megfelel elemeinek osszegét irhatjuk be.

Az indul6 tablazat megszerkesztése utan a feladat megoldéasanak els fazisaban a um valtozok
kicserélése a dolgunk. A cseréket koveten a segéd-célfiiggvény eléri a maximumat és megengedett
bazismegoldashoz jutunk. A generalo-elem kivalasztdsdnak szabalyait mar korabban ismertettiik. Pozitiv
zm elem foliil pozitiv elem valasztasa um sorabol, a ,,szuk keresztmetszet” feltetelnek is eleget teve. A
valasztott generalo-elemet jeloltiik. A végre hajtott bazis-transzformacid utan az 1. tablazatot kaptuk:

I umy x, x5 b
u, -3 -5 -9 7
x 1 1 3 1
umy -2 0 -10 3
-z 1 -8 -1
zm -3 0 -10 3

[am—

Az 1. tablazatbol leolvashatd, hogy a segéd-célfiiggvény még nem érte el az optimumat, a nullat, soraban
viszont nincs pozitiv érték, ami foliil generdlo elemet lehetne valasztani. Talan rosszul kezdtiik a
feladatmegoldast. Probaljunk masik generalo-elemet vélasztani az indul6 tablazatban. x; és um,

keresztezdésénél talalhatd 2 nem megfelel, mivel a b oszlopbeli értékekkel szdmolva: % nagyobb,

. 1 7 144 29 7 r 4 . 4 r
mint T2 2 tehat nem felel meg a ,,szuk keresztmetszet~ elvenek. x, oszlopabol is probalkozhatunk a

generald-elem valasztassal, de hasonld eredményre juthatunk.



um; 1

um; 2

zm 3

w, 3 -2 0 10

2
3

301
-4 5
-5 0
-1

A feladat megoldéasanak els fazisat nem tudtuk befejezni, a um valtozok cseréje nem lehetséges.

Ha a feladat eredeti feltételrendszerének egyenlségeit szemiigyre vessziik, rovid szamolgatas utan arra
jutunk, hogy a feltételrendszer egyelséggel adott sorai miatt nem teljesithet az a kovetelmény, hogy a
lineéris programozasi feladat megoldasai nem negativ szamok lehetnek.

Képezziik az els egyenlség kétszeresét, majd vonjuk ki belle a masodik egyenlséget.

Az egyszer szamitas azt mutatja, hogy az egyenlséges feltételeknek csak negativ x, felel meg.

A feladatnak nincs lehetséges megoldasa, nincs optimalis megoldasa.

Y Gyakorlo feladatok

Feltételrendszer:

X +3x2+2x

3 <100,

2x1 "Xy +x3 < 30,

x2 +x3 =24

Maximalizaland6 célfiiggvény: z — max

x1-|—2)62—|—)c3 -

-

Valasszon a felkinalt feladatok kozil!

‘ 3. feladat ‘

Szimplextablazat:

Eredmények:



1 "2 73
w132 100 ‘célfuggveny (z=0)
uy 2 =11 30 a ‘megoldds’ nem ‘optimalis’

um, 0 1 1 24

Baziscsere:

1 ["a kijelolt elem nem szuk keresztmetszet"]

il | e x| generald elem:

Végrehaijtas

Onallo feladatmegoldas




Feltételrendszer:
X +2 x,+x, <10,

2 3
X +x2+4 x3£20,
xl +x2+0~ x3:4

Maximalizaland6 célfiiggvény: z — max

Adjon meg Onalldan egy normal feladatot!
A feladatmegadast a

"Feladat megadva"

gombra kattintassal fejezziik be!

(A megfelel formatum a gyakorl6 feladatok betdltése utan
tanulmanyozhato. Alsé index megadasi modja: x_1, majd jobb nyil
billenyt. Az egyes feltételeket vessz valasztja el. Az utolso feltétel
utan vesszt ne tegyiink. A feltételeket irjuk kiilon sorba. Ures
sorokat ne hagyjunk.)

zm —1 0 0 0

_ Torlés Feladat megadva
X)X, + X3 [ ] [
Szimplextablazat: Eredmények:
1 umsy Xy Xy b [xl =4 07 0, 37 0]
up —1 1 1 6 “célfiiggvény (z=4)
uy —1 0 4 16 a ‘'megoldas’ nem ‘optimalis’

Baziscsere:

1] |« [um3] | generalo elem:

Végrehajts [] 3D test

["a kijelSlt elem nem pozitiv célfiiggveny-ertek
felett talalhato"]




A linearis programozas altalanos feladata

A linearis programozas normalfeladatat a moédositott feladat egyenlséges feltételek bevezetésével
terjesztette ki. Az altalanos feladat ezen tulmenoen lehetoseget ad a ,,nagyobb-egyenlo” feltetelek
megfogalmazasara is.

Hatarozzuk meg

értekeket ugy, hogy maximalizaljak a

maximalizdlando6 z= ch, célfiiggvényt,
feltéve, hogy

Ax=b,, b,>0
Ax > by, by 20

tovabba x > 0

Az altalanos feladat megolddsa

A altalanos normalfeladat felteételrendszereben talalhato ,,nagyobb-egyenlo” feltetelekbe olyan
eltérésvaltozokat vezetiink be, melyek segitségével modositott normal feladathoz jutunk. A feladat
megoldasat a modositott norméalfeladat megoldéasa szerint hajtjuk végre. A bevezetett eltérésvaltozokat v
jeldli. A fent megfogalmazott altalanos feladatunk a kdvetkezképp modosul a v valtozd bevezetését
koveten:



Hatdrozzuk meg

értékeket ugy, hogy maximalizaljak a

maximalizaland6 Z=c x, célfiiggvényt,

feltéve, hogy

Ayx =b,,
A —v=by,

by >0

by >0

tovabba x > 0¢ésv > 0

Az altalanos feladatbol szarmaz6 médositott normalfeladatot az aldbbi tdblazatos elrendezésben
reprezentalhatjuk. Amint a médositott normalfeladat megoldasanal lathattuk, az egyenltlenségek
Osszegzésével képezziik azm célfliggvényt. A célfiiggvény képzésénél az 1 un. 6sszegz vektorral vald
szorzast alkalmaztuk.

0 o T
u, Ay 0 b,
um, A, 0 b,
um, A3 -FE b,
- 7 of 0
m 1-4, +1-4,4 -1-E 1-b,+1-b,

Az altalanos feladat megoldasa ezek utan pontosan megegyezik médositott normalfeladat megoldasaval.
Bar a bevezetett v valtozo értékét a megoldas végén szintén megkapjuk, arra nincs sziikség. A belatasat
az olvasora bizzuk.

Példa az altalanos feladatra

Legyen a megoldandé feladatunk (x>0) és z =— max celfiiggveny mellett.



Feltételrendszer:
2 X +x2 +x3 <16,

- +x2 +2 x3=10,

x1 +2 x2+x3 > 16

Maximalizalando célfiigvény:

x1 +3 x2 +x4

Az altalanos feladatbol képzett modositott normalfeladat a kdvetkez:

Legyen a megoldandé feladatunk (x>0) és z =— max celfiiggveny mellett.

Feltételrendszer:
2 X +x2 +x3 <16,

- +x2 +2 x3:10,

x1+2 x2+x3—v3:16

Maximalizaland¢ célfiigvény:

xl +3 x2 +x4

A modositott normalfeladatbol képzett indulotablazat:

0 x x5 x5 v3 b
u, 2 1 1 0 16
um, -1 1 2 0 10
umy 12 1 -1 16

(98]

zm 0 3 -1 26

A megoldas els fazisdban zm maximalizalasa a cél. A két um valtozo cseréjével ez elérhet. Ha a cserék
generaloelem-valasztast kizaré okok miatt nem megvalosithatok, akkor a feladat nem megoldhato. A
valasztott generalo-elemet jeloltiik a 0. tablazatban. A bazis-transzformdaci6 végrehajtasa utan kapott
tablazat a kovetkez:



1 X, umy Xy Vs b
3 1 1 1
e

o T2 2 2

L3 131

2" T2 2 2
11 1 1
-~ - = = 3

22 2 2 T2
1 3 1 3

I N A S Y

£ 7 T2 T2 2
33 3 ]
22 2 2

Mmooty Ty 2 92

A maradék um valtozot is kicseréljiik. A cser¢hez sziikséges generald-elemet jeldljiik.

2 x| umsg um, vy b
1 1 1 22
o2 T3 T3 33
oL 2 1 4
3 3 3 3 3
Lo 2 12 2
2 3 3 3 3
L, .5 1 5 10
3 3 3 3
zm 0 -1 -1 0 0

A két um valtozo kicserélése utan zm célfiiggvényt maximalizaltuk, értéke 0, zm soraban a um valtozok
alatti értékek kivételével nulla értékek talalhatok.

A 2. tdblazatbol leolvashatjuk a megengedett bazismegoldast, a z célfiiggvény értékét, eldonthetjiik, hogy
optimalis megoldast kaptunk-e.

23—2 y Xy = %, a célfiiggvény értéke z = 73—0 A megoldéas nem optimadlis, z
soraban pozitiv elemek is talalhatok. A tablazatbol a um oszlopokat toroljiik a megoldas tovabbi 1épései

eltt.

A bazismegoldas x, =0, x, =



X
u, 3
xy -1
x, 1
-z -1

A bazis-transzformécid végrehajtasa utan kedvezbb célfiiggvény értékhez jutunk, de a megoldas nem

optimalis.

_3x1

X

-z 4

A 3. tablazatbol leolvasott bazismegoldas x; =2, x, = 12, x; =0 a celfiiggvény érteke z=30. A megoldas

nem optimalis. Tovabbi generald elem kijelolésére van sziikség.

A 4. tablazatbol leolvashato az optimalis bazismegoldas x; =2, x, =12, x; =0. a c¢lfiiggvény érteke z=
goldas optimalis. A célfiiggvény €rtéke tovabb nem novelhet, z soraban nincs tobb pozitiv

vel z sordban 0 sincs, alternativ megoldas nem létezik.
Az altalanos feladat megoldhatdsagéara a modositott normalfeladatnal kifejtettek vonatkoznak.

38. A me
érték. Mi

A linearis programozasi feladatok egyéb esetei

vy b
o2
3 3
1 4
3 3
2 22
3 3
5 _70
3 3

xy b
-1 6
3 4
2 10
-5 -30 |

[ 4 u, X3 b

1 1

X, ? - ? 2

Vs 1 2 10
1 5

X, ? ? 12
4 11

z 3 3 38




Minimalizalando célfiiggvény esete

A gyakorlatbdl szarmazo linearis programozasi feladatok gyakran minimalizalandé célfiiggvényt
tartalmaznak:

z — min

A megismert megoldasi médszerek maximalizdland6 célfiiggvényt igényelnek. A minimalizalando
célfiiggvény ellenkez eljellel maximalizadland6 célfiiggvényé valik.

Példa: az altalanos feladat minimalizalando célfiiggvénnyel rendelkezik.

Legyen a megoldandé feladatunk (x>0) és z=— min celfiiggveny mellett.

Feltételrendszer:
x1 +x4 —x5 <9,

-2 x2+3 X > 24,

x1+6 x3+x528

Minimalizaland6 célfiigvény:

5 x1 +x2 —x3 +x5

A minimalizalandé célfiiggvénybl minusz eggyel vald szorzas utdn maximalizalando célfiiggvényt
kapunk, amely a megismert megoldasi modszer feltétele. A ,,nagyobb-egyenlo” felteteleket v, és v,

eltérésvaltozo bevezetésével egyenlség feltételle alakitjuk. v, €s vy valtozok indexelese a feltételek
sorszamaira utal.

Az atalakitas utan kapott médositott normalfeladat a kovetkez:
Legyen a megoldandé feladatunk (x>0) és z =— max celfiiggveny mellett.

Feltételrendszer:
Y +x4 — X5 <9,
- 2x2 + 3x3 -V =24,

x1 ~|—6x3 +x5—v3:8

Minimalizéland¢ célfiigvény:



—5x1 —x2 -l-x3 —xS

A modositott normalfeladatbol képzett induldtablazatban um jeldli az egyenlségekbe bevezetett
eltérésvaltozokat, a segéd-célfiiggvényt (zm) az egyenlséges feltételek szummazasaval nyerjiik:

A feladat megoldaséanak els fazisaban a um véaltozok kicserélésével allitjuk el az els megengedett
bazismegoldast. A generald-elemet zm pozitiv eleme foliil kell valasztani, a generalo-elem csak pozitiv
lehet, valamint eleget kell tennie a ,,szuk keresztmetszet” elvenek. A valasztott generalo-elemet jelSltiik.
A bazis-transzformacio elvégzése utan az 1. tablazat a kovetkezképpen néz ki:

1 X, Xy umy X4 X5 vV, v3 b
u, 1 o o 1 -1 0 0 9
um, —% -2 —% 0 —% -1 % 20
e
=0 - a1 520
zm 1 -2 —% 0 —% -1 % 20

zm értéke kozeledett az optimalis 0-hoz, de még egy um valtozonk cserére var. Megfigyelhetjiik, hogy z
célfiiggvény értéke is novekedett, mivel az soraban pozitiv érték taladlhato a generald-elem oszlopaban.
Megjegyezhetjiik, hogy a modositott normalfeladat megoldasanak els fazisaban a generald-elem
kivalasztasanal nem kritérium, hogy z soraban pozitiv érték felett keressiik. Ha z soraban negativ értéket
talalunk a generald-elem oszlopédban, akkor a z célfiiggvény értéke csokken a megoldas els fazisaban. A
megengedett bazismegoldasok kozotti optimalizalasi folyamatban kapunk esélyt z célfiiggvény értékének
novelésére.

Az 1. tablazatbol generald-elemet kell valasztani. um, var cserére. v; oszlopaban talalhaté zm soraban

pozitiv elem. v; oszlopaban az egyetlen pozitiv elem % A generald-elem valasztast jeloltiik az 1.

tablazatban. Jegyezziik meg, hogy a v valtozok az x valtozokkal azonos szerepet tdltenek be az optimalis
bazismegoldas elallitasanak folyamataban, ezért a cserékbe bevonhatok.
A bazis-transzformacid végrehajtasa utan nyerjiik a 2. tablazatot:



2 11
x5 0 -5 000 -5 < 8
1 11
25 -5 0 0 -1 & -5 -8
zm 0 0 -10 0 0 -1 0

A 2. tablazatot elemezve megallapithatjuk, hogy um valtozok cseréje megtortént. zm segéd-célfliggvény
elérte az optimumat, a 0 értéket. A um oszlopokat tordlhetjiik, mert az um valtozok visszacserélése nem
sziikséges.

A 2. tablazatbol megengedett bazismegoldast olvashatunk le. x; =0, x, =0, x; = 8. A z célfliggvény érteke

8. A célfiiggvény még nem érte el a maximumat, nem az optimalis bazismegoldast kaptuk meg, mert z
soraban, v, oszlopaban pozitiv €rtéket talalhatunk. A 2. tablazatban 0j generalo-elemet kell valasztani. z

soraban szerepl % felett nem talalunk pozitiv elemet, nem lehet kijelolni generald-elemet.

A feladat nem megoldhato, a feltételrendszer nyilt tartoméanyt hatdroz meg, melyen a z célfiiggvény
korlatlan. Ezért optimalis megoldéast nem talaltunk.

Példa: az altalanos feladat minimalizdlando célfiiggvénnyel rendelkezik.
Legyen a megoldando feladatunk (x>0) és z=— min celfiiggveny mellett.

Feltételrendszer:
Y +x2 —l—x3 <18,

2 X —x2+2 X3 <-10

Minimalizaland6 célfiigvény:

—x1 +2 x2 —x3

A minimalizalando célfiiggvénybl minusz eggyel vald szorzas utdn maximalizalando célfiiggvényt
kapunk, amely a megismert megoldasi mddszer feltétele. A negativ jobboldali érték a mésodik feltétel
minusz eggyel valo szorzas utan pozitivva valik. Az atalakitas utan kapott altalanos feladat a kovetkez:



Legyen a megoldandé feladatunk (x>0) és z =— max celfiiggveny mellett.

Feltételrendszer:
Y +x2 +x3 <18,

-2 xl +x2—2 x3 > 10

Maximalizaland¢ célfiigvény:

x1 -2 x2 +x3

A modositott normalfeladatbdl képzett induldtablazatban um jeldli az egyenlségbe bevezetett
eltérésvaltozot, a segéd-célfliggveényt (zm) az egyenlséges feltétel képezi:

A feladat megoldasanak els fazisdban a um valtozé kicserélésével allitjuk el az els megengedett
bazismegoldast. A generald-elemet zm pozitiv eleme foliil kell valasztani, a generalo-elem csak pozitiv
lehet, valamint eleget kell tennie a ,,szuk keresztmetszet” elvenek. A valasztott generalo-elemet jeloltik.
A béazis-transzformacio elvégzése utan az 1. tablazat a kovetkezképpen néz ki:

1 x, wmy x; v, b
u, 3 -1 3 1 8
x, -2 1 -2 -110
-z -3 2 -3 -2 20
| zm 0 -1 0 0 O |

A modositott normalfeladat megengedett bazismegoldésa az 1. tdblazat alapjan megallapithato:
x; =0, x,=10. A megoldas egyuttal optimalis is, mivel a z célfliggvény sordban pozitiv elem nem

talalhato. A modositott normalfeladat Z célfiiggvényének optimalis értéke: Z=-20.

Az eredeti feladat nem a megoldés soran konstrudlt modositott norméalfeladat volt. Az eredeti feladat
optimalis bazismegoldasat megkaptuk a mddositott normalfeladat megoldasaként. De az eredeti
célfiiggvény Z=20 értékét tekinthetjilk maximalis értéknek. Emlékezziink arra, hogy a megoldés soran az
eredeti célfiiggvény egy alkalommal eljelet valtott.

» A dualitas

Y A dual szimplex modszer



A linedris programozas normalfeladatat és a modositott normalfeladatot a szimplex mddszerrel
oldottuk meg.

A szimplex modszerrel megoldott feladataink maximumfeladatok voltak, mindegyik esetében

b > 0. Az altalanos feladatot is maximumfeladatta alakitottuk. A feladatok megoldasara eddig

alkalmazott szimplex modszert a tovabbiakban primal szimplex modszernek nevezziik.

A primal szimplex modszer a maximumfeladat megengedett megoldésainak sorozatat allitja el, az
optimalis célfliggvény értékének eléréséig. A baziscserék sorozatat ugy valasztjuk meg, hogy kozben
a tablazat jobb oldali oszlopaba negativ érték ne keriilhessen ("szk keresztmetszet").

Ezek a megengedett megoldasok a primalfeladat megengedett megoldasai. Az optimalis megoldast
akkor kapjuk, ha a célfiiggvény sordban csak nempozitiv értékeket talalunk.

A linearis programozasi feladatok egy részénél elfordul, hogy az indul6 tablazatunkba gy keriil be
a feladat, hogy a célfiiggvény sora mar negativ, de a jobboldali oszlopban negativ eljel érték is
talalhato. (Ezt a jelenséget tapasztalhatjuk az egészérték linedris programozasi feladatok Gomory
vagassal tortén megoldasakor.) ilyenkor indul6 tabldzatbdol nem tudunk kiolvasni olyan megoldast,
amely a maximumfeladat megengedett megoldasa lehetne.

Ebben az esetben olyan bazis-transzformaciot kell elvégezniink - nevezziik dualtraszfromécionak,
amely a célfiiggvény sordban megrzi az értékek negativitasat, de elvégzését koveten ismét
megengedett megoldast tartalmazé tablazathoz jutunk, vagyis a jobboldali oszlop értékei
nemnegativva valnak.

A duéltranszfomaci6 végrehajtasanak 1épései

1. A tablazat olyan sorabol valasztjuk a generalo elemet, amely sorban a jobboldali oszlopabn negativ
értek talalhato.

2. General6 elem sziikségszeren negativ kell, hogy legyen, mivel csak ekkor eredményez a bazis-
transzformacio pozitiv értéket a kivalasztott sor jobb oldalan.

3. Amennyiben tobb negativ eljel generald elem jeloltiink is van, akkor Azt valaszzuk, amelyik
megrzi a célfliggvény sordban a nemnegativitast. Az a megfelel generald elem, amelyre a

_ ceélfiiggvény sordban talalhat6 érték €s a genralo elem jelolt hdnyadosénak abszolutértéke kisebb.

Y Minimumfeladat megoldasa dual szimplex modszerrel

Legyen a megoldando feladatunk (x>0) és z=— min celfiiggveny mellett.

X +2x,23
6-x, +4-x, — min,

A feltételrendszert minusz eggyel vald szorzassal kisebb-egyenlvé alakitjuk. Az egyenltlenségek
jobb oldalara negativ értékek keriilnek. A célfiiggvényt szintén minusz eggyel szorozva
maximalizaland6 célfiiggvényt kapunk.

—X —2~x2 <-3,
—3')61 —X <=2




Maximalizaland¢ célfiigvény:
—6 X = 4 Xy

[ Az indulé tablazatba a fenti 4talakitast koveten irtuk be az értékeket. A b oszlopban talalhato
negaiv értékek azt jelzik, hogy a szimplex tablazatbol kiolvashaté megoldas x; =0, x, =0 nem

megengedett. A kétvaltozos feladat megengedett megoldasainak halmazat (sziirke tartomany)
megjelenit abrardl is ezt latjuk.

0 x, x, b -
u, -1 -2 -3
u, -3 -1 -2
-z -6 -4 0
"nem megengedett megoldas"
x,=0,x,=0

"celfiggveny:"(z=0)




Bazicsere transzformaciora van sziikseég, negativ generalo elemmel. 1, sorabdl, x, oszlopabol

. : . - -6 L. D 114 .
valasztjuk, mivel —3 < R A baziscsere-transzformaciot koveten az 1. tablazatunk altal

szolgaltatott megoldas (x, =0, x, = 3 szintén nem megengedett megoldas. Az abran azt lathatjuk,
g 1 27 9

hogy a célfiiggvény egyenese kozelebb keriilt a megengedett tartomanyhoz. Tovabbi
transzforméciora van sziikség.

1
2
z -4 -2 6

el
Mz‘z‘

"nem megengedett megoldas"
3

:0 = —
TR,

"celfuggveny:"(z=-6)



Az 1. tablazatbol valasztunk generalo elemet. u, soraban negativ érték talalhato (- 3), a generalo

elemet a kisebb hanyados alapjan valasztjuk. _g < _? , tehat a general6 elem - %
22
Elvégezziik az u, <> x, cserét.
2 uy, wu b
L3
25 5 5
21
b5 5 5
.8 6 34
5 5 5
"a megoldas optimalis"
1 7
NSRSy



"celfuiggveny:" (z =- % )

Az utolsé tablazatunk megengedett, egyben optimalis megoldast tartalmaz. x, = 1 , Xy = 7 A

5 5°
megoldashoz tartozo célfiiggvényérték z =- % Azonban ligyeljiink arra, hogy ez nem az eredeti

feladathoz tartozo célfiiggvény értéke. Mivel végeztiink egy eljelcserét korabban, azt mondhatjuk,
hogy az eredeti feladathoz tartozo megoldas és célfiiggvényérték:

1 7 34
AR TR T S

Legyen a megoldando feladatunk (x>0) és z=— min celfiiggveny mellett:

X, —|—2-x2—|—x3 >3
3-x1 +x2+3-x3 >2



6~x1 —|—4-x2 —|—6-x3 — min

A feltételrendszert az elz feladathoz hasoléan minusz eggyel valo szorzassal kisebb-egyenlvé
alakitjuk. Az egyenltlenségek jobb oldaldra ismét kizardlag negativ értékek keriilnek. A
célfiiggvényt szintén minusz eggyel szorozva maximalizalandé célfiiggvényt kapunk.

Maximalizaland¢ célfiigvény:

—6-x1 —4-x2 —6-x3

[ Az indulé tablazatban talalhato megoldas (x; =0, x, =0, x; = 0) nem megengedett, ket negativ

értéket taldlhatunk a b oszlopaban. A 3D dbran is megfigyelhetjiik, hogy a megoldas kiviil esik a
megengedett tartomanyon. A célfiiggvény sikjanak nincs metszete a megengedett tartomannyal.
Baziscserét kell vegezni, negativ generald elemet valasztva. u, sorabdl x, oszlopabol valasztjuk

generalo elemnek a -3-t. A valasztas a hanyadosok kiszdmitasan, majd a legkisebb hanyados

kivalasztasan alapszik. (:—g < :—41‘ )

0 XXy X3 b
u, -1 -2 -1 -3
U, -3 -1 -3 -2

-z -6 -4 -6 0
"nem megengedett megoldas"
x,=0,x,=0,x;=0

"celfuggveny:"(z=0)




A transzformaciot elvégezve kapjuk: x, = %, x, =0, x,=0, de tovabbra sem jutottunk megengedett

megoldashoz. b oszlopaban még talalhatunk negativ érteket. u; sorabol kell negativ general6 elemet
valasztani. —

>

. A general6 elem -

LT s 3
3 3
I wuy, x, x3 b
1 5 7
w3 3 00y
1 1 | 2
w3 o3 b3
-z -2 -2 0 4
"nem megengedett megoldas"
2
x1=?,x2=O,x3=0



"celfuggveny:"(z= -4)

A masodik tablazatban megengedett megoldast taldlunk (x, = %, X, = %, x; =0) a megoldas egyben

optimalis. A célfiiggvény értékére kapott z=- % értéket meg kell szoroznunk minusz eggyel, hogy

a helyes értékhez jussunk. Ne felejtsiik el, hogy az eredeti feladat minimalizalandé célfiiggvényt
tartalmazott, amit maximalizalanddva alakitottunk.

2 u, U, X b
1 3 7
- _ = O -
R 5
P T
1 5 5 5
8 6 34
Zy "5 05



"a megoldas optimalis, 1étezik alternativ megoldas"

1 7
X, = g,x2= g,x3=0
"celfiggveny:" (zz - % )

A megoldés a 2. tdblazatban nem az egyetlen optimalis megoldas. A célfiiggvény soraban zérus
talalhato. x; <> x; cserével alternativ optimalishoz jutunk.

3 u, U, x b
1 3 7

2 s 5 0 5
P U §
35 5 5
8 6 34

Zy "5 05

"a megoldas optimalis, 1étezik alternativ megoldas"




7
x1=0,x2=?,x3=

m‘ﬁ W |~
Ne—

"celfiiggveny:" (z = -

\ 4

Az altalanos feladat megoldasa a primal és dual modszerek
egyiittes alkalmazasaval

A megoldas soran az adott feladattol fiiggen altalaban a primal és dual transzformaciokat sziikség
szerint hajtjuk végre. Vagyis az optimalis megoldas eléréséhez az adott feladattol fiiggen véalasztunk
negativ, vagy pozitiv general6 elemet. A megoldas els Iépéseiben megengedett megoldast kell
elallitani, majd a megengedett megoldasokon keresztiil az optimalis megoldast elallitani. A
kovetkez két példaban ezt mutatjuk be.

Legyen a megoldandé feladatunk (x>0) és z=— max celfiiggveny mellett:

Feltételrendszer:



X +3-x2 +3~x3 <112,
—2-x1 +x2 —X3 <-60,

Xy +x3 <24

Maximalizéland¢ célfiigvény:

X +2‘x2 +x3

Mivel a feladat eredetileg csak kisebb-egyenl feltételeket tartalmazott, valamint maximalizaland6 a
célfiiggvény, tovabbi atalakitast nem végziink. Az egyik egyenltlénség jobboldala negativ. Az
induld tabla nem tartalmaz megengedett megoldast, u; sorabol negativ generalo elemet valasztunk.

A hanyadosok: %, —Ll A general6 elem a -2, a kisebb abszolutérték hanyados dont.

0 X X, X3 b
u, 13 3 112
u, -2 1 -1 -60
u; 0 1 1 24
-z 1 2 1 0

"nem megengedett megoldas"
x,=0,x,=0,x;=0

"celfuggveny:"(z=0)




Az els tablazat megengedett megoldast tartalmaz. x, =30, x, =0, x; = 0. A célfiggvény érteke

z=30. A feladat eredeti célfiiggvénye is maximalizalandd. A megoldas ugyanakkor nem optimalis.
Tovabbi bazis-transzformaciora van sziikség. A z soaban talalhato pozitiv érték foliil, pozutiv

generald elemet kell valasztani a "szk keresztmetszet" elve alapjan. A legnagyobb z érték %, a

megfelel generdld elem a %

ILowuy, x, x b
7 5

u, E 5 82
1 1 1

X, ) D) 30

uy 0 1 1 24
1 5 1

z ) ) ) 30

"a megoldas nem optimalis"



x;=30,x,=0,x;=0

"celfiiggveny:"(z=30)

.0
a1 . , 292 164 e

A 2. tablazatban megengedett megoldast talalunk (x; = 7 T TN 0), a célfiiggvény

értéke z = % .

I4 M r1: r . r r1r 1
A megoldas nem optimalis. x, <> u, cserét hatjuk végre, a general6 elem R



2wy up X b
12 5 6
7 7 7 7
L3 16 2w
b7 707 7
1 2 2 4
37 7 7 7
L1 5 9 60

7 7 7 7
"a megoldas nem optimalis"
292 164 ~0
NT TR T T ST
"celfuggveny:" (zz £7O )

A transzfformaciot koveten a 3. tablazat optimalis megoldast tartalmaz. x, =112, x, =0, x;=0. A
| célfiiggvény értekez=112.




-z -1 -1 -2 -112

"a megoldas optimalis"
x,=112,x,=0,x,=0

"celfuggveny:"(z=112)

Legyen a megoldandé feladatunk (x>0) és z=— min celfiiggveny mellett.

X, +x, +x; < 16,
2-x1—x2 +2- Xy <-12
-x; +2-x, +-x; — min



A feladat csak kisebb-egyenl feltételeket tartalmaz. A minimalizalandé célfiiggvényt minusz eggyel
szorozzuk. Az egyik egyenltlenség jobboldala negativ.

X +x2 +x3 <16,
2-x1 —x, +2- X3 <-12

Maximalizaland6 célfiigvény:

X —2-x2 +x3

A 3D grafikon szemlélteti, hogy az indul6 tabla nem tartalmaz megengedett megoldast. Els
lepeseként megengedett megoldast kell elallitani. u, soraban b negativ. u, sordban csak egyetlen

negativ érték talalhato, a -1.

0 XX, X b
u, 11 1 16
u, 2 -1 2 -12

-z 1 -2 1 0
"nem megengedett megoldas"
x,=0,x,=0,x,=0

"celfuggveny:"(z=0)




Az els transzformaciot koveten megengedett és optimalis megoldashoz jutottunk.A megoldas:
x;=0,x,=12,x;=0. A célfiiggveny ertéke z=-24. A eredeti feladat minimumfeladat, ezért a

| c¢lfiiggvény valodi értéke z = 24.

I x, u, x3 b _
u, 3 1 3 4
x, -2 -1 -2 12
-z -3 -2 -3 24

"a megoldas optimalis"
x,=0,x,=12,x,=0

"celfiggveny:" (z= -24)




A modositott szimplex modszer

A linearis programozasi feladatok gyakorlati alkalmazasi korében gyakran tapasztalhatjuk azoknak a
koriilményeknek a valtozékonysagat, amelyek a modellalkotéas absztrakcios folyamataban a figyelembe
vett ismeretlenek, feltételrendszer, vagy a célfiiggvény megkonstrualasahoz vezettek.

A rendszerint nagyméret modellek teljes atalakitasa az esetek tilnyomo tobbségében elfogadhatatlan
koltségekkel jar. A szimplex modszer matrixalgebrai modelljének attekintésével olyan lehetségekre
mutatunk rd, amelyek segitségével a szlikséges szamitastechnikai teljesitményt jelentsen
csokkenthetjiik, ha a linearis programozasi modelliink megvaltoztatasanak igénye felmertil.

A linedris programozas normalfeladatat a kovetkezképpen fogalmaztuk meg:

Hatarozzuk meg

értekeket ugy, hogy maximalizaljak a

z=c0x + CoX, + ...+ cX,



linedris célfliggvényt, mindzben eleget tesznek a

Ay X+ AyoXy + .. +a, x < b,

a,x,t+a,x,+..+a, x < b

X — m

linearis egyenltlenségrendszernek. Mint a bevezet feladatunkban, ismét feltessziik, hogy nemnegativ
megoldasokat fogadunk csak el, vagyis

Mitrix és vektor jeloléseket alkalmazva, ahol a matrixokat és vektorokat félkovér betkkel jeloljik, a
kovetkez formulakhoz jutunk:

e, . T
maximalizalandé [0 z=c x,

feltéve, hogy Ax < b, x > 0, _b Z_O

Xy b, [0 ]
X b 0
ahol ¢! = [cl, Cop ey cn], x= ? , b= ? ,0=
0 xT
u A b
! 0

Az indul¢ tablazatban szerepl egyiitthatd matrix (A) oszlopvektorait az egységvektorok bazisan
értelmezziik. Az egyiitthatd matrix (A) kibvitésével az indulo tablazat vektorrendszere a kovetkez
modon irhato le:




Az induld tablazat oszlopvektorainak bazisa (B)pedig:

A normalfeladat megoldasa soran a szimplex mddszer egymast kovet bazis-transzformaciok sorozatat
alkalmazza. Minden transzformaci6 utan valtozik a bazis, ezért a tovabbi tablazatokban az egytitthato

matrix, a b jobboldali vektor, valamint a cT, a z celfliggvény egylitthat6ibol képzett sorvektor elemei is
megvaltoznak.
Jelolje B, az els bazis-transzformaciot koveten elallt 4j bazist. Hasznaljuk a kovetkez tovabbi

jeloléseket a megvaltozott bazis particionalasara:

Ismeretes, hogy a bazis-transzformaciot a bazisvektorokbdl képzett matrix inverzével tortén szorzassal
elvégezhetjik. B, inverze:

Dl_1 0l 4 b
-1_ _
B, = Tr-1 T o |

-dD, 1| ¢ 0

fgy az indulé tablat kovet els bazis-transzfomacio az els tablazatot a kovetkez forméban
eredményezi:

Az gyakorlati alkalmazhatosag érdekében a normalfeladat egyiitthatd matrixat (4) Az E
egységmatrixszal bvitjiik, az indulotabla a kovetkez format olti:

0 x! ul
u A E b
cT OT 0

A bvitett indulotablan is elvégezve a bazis-transzformacié matrixdnak inverzével valo szorzast kapjuk:



D' 0|4 E b

_arlT])l‘1 1l e ol o

A fenti szamitas eredményébl vonhatjuk le azt a fontos kovetkeztetést, hogy amennyiben a
normalfeladat egyiitthatd matrixat kibvitjiik az egységmatrixszal, akkor a feladat megoldéasa kézben

végrehajtott bazis-transzformacié inverz matrixa (D 1) megjelenik. A normalfeladat optimalis
megoldasat elallitd, egymast kovet bazis-transzformaciok az indulé tablaba foglalt E egységmatrixbol
rendre aD; 1 ,D, ! , Dy 1inverz matrixokat eredményezik.

A fenti képletekben szerepl le sorvektort a 07 null vektorbél konstrualhato. Tegylik fel, hogy ui-xj cserét

végezziik el az els bazis-transzformacid soran. Ekkor 0° 1. elemét cire cserélem, ahol cac sorvektor j.
eleme.

Alkalmazas
Megoldottuk n 1épésben a lineéris programozas egy normalfeladatat, adott célfliggvény (cT),
kapacitasvektor (b) és feltételrendszer (A) mellett. A megoldas sordn elallitottuk az optimélis

bézismegoldashoz tartozo D, ! métrixot és d; vektort.

megvaltozhat a

* kapacitasvektor (b)
* célfliggvény (cT)
« feltételrendszer (4)

A modositott szimplex mddszer alkalmazésa és a kapcsolddo feladatok irant érdekldk szamara az
irodalomjegyzékben felsorolt forrasokat javasoljuk.



